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УДК 519.6, 539.3 
Б. Е. ПАНЧЕНКО 
О ЧИСЛЕННОМ ИССЛЕДОВАНИИ СИСТЕМ СИНГУЛЯРНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ПЕРВОГО РОДА И С НЕОПРЕДЕЛЯЕМЫМ ИНДЕКСОМ С УЧЕТОМ ЧИСЛА 
ОБУСЛОВЛЕННОСТИ СЛАУ 
Путем сведения к двум разным типам систем сингулярных интегральных уравнений (СИУ) численно исследуется краевая задача математи-
ческой физики для бесконечной упругой изотропной области, содержащей неподвижное включение с поперечным сечением произвольной 
формы, находящееся под воздействием плоских гармонических стационарных волн. Задача решается с использованием систем СИУ 1-го и 
2-го рода (но с неопределяемым индексом). С использованием кластерных высокоточных вычислительных схем исследуется зависимость 
числа обусловленности систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) от волнового числа. Наряду с исследовательскими задачами, 
разработанные методы и алгоритмы могут использоваться для подготовки специалистов в области «дата майнинга». 
Ключевые слова: сингулярные интегральные уравнения, индекс уравнения, число обусловленности СЛАУ, численный эксперимент, 
дифракция плоских волн, неподвижное включение (защемленное отверстие). 
Б. Є. ПАНЧЕНКО 
ПРО ЧИСЕЛЬНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ СИСТЕМ СИНГУЛЯРНИХ ІНТЕГРАЛЬНИХ РІВНЯНЬ 
ПЕРШОГО РОДУ ТА З НЕВИЗНАЧАЄМИМ ІНДЕКСОМ З УРАХІВАННЯМ ЧИСЛА 
ОБУМОВЛЕНОСТІ СЛАР 
Шляхом зведення до двох різних типів систем сингулярних інтегральних рівнянь (СІР) проведено чисельне дослідження крайової задачі ма-
тематичної фізики для нескінченного пружного ізотропного середовища, що містить нерухоме включення з поперечним перерізом довільної 
форми, яке знаходиться під впливом плоских гармонічних стаціонарних хвиль. Задачу розв’язано з використанням систем СІР 1-го та 2-го 
роду (але з невизначаємим індексом). Завдяки кластерним високоточним обчисленням досліджено залежність числа обумовленості СЛАР 
від хвильового числа. Окрім дослідницьких задач, розроблені методи і алгоритми можуть використовуватися для підготовки фахівців в га-
лузі «дата майнінга». 
Ключові слова: сингулярні інтегральні рівняння, індекс рівняння, число обумовленості СЛАР, чисельний експеримент, дифракція 
плоских хвиль, нерухоме включення (затиснений отвір). 
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B. E. PANCHENKO 
ON THE NUMERICAL INVESTIGATION OF SYSTEMS OF SINGULAR INTEGRAL EQUATIONS OF 
THE FIRST KIND AND WITH AN INDEFINABLE INDEX WITH REGARD TO THE SLAE 
CONDITION NUMBER 
The numerical investigation of boundary-value problems of mathematical physics for an elastic isotropic medium that contains a rigid inclusion with 
an arbitrary contour and under the influence of plane harmonic stationary waves is carried out by reducing systems of singular integral equations (SIE) 
to two different types. The problem is solved by using systems of SIE of the 1st and 2nd kind (with an indefinable index). Cluster high-precision com-
putational schemes are used to investigate the depen nce of the condition number of a system of linear algebraic equations (SLAE) on the wavenum-
ber. Alongside the research problems, the developed methods and algorithms can be used for training qualified professionals in the field of «data min-
ing». 
Key words: singular integral equations, equation index, SLAE condition number, numerical experiment, diffraction of plane waves, rigid inclu-
sion (clamped cavity). 
Введение. Современное состояние вычислительной техники позволяет проводить высокоточную верифи-
кацию математических моделей. Например, при решении краевых задач математической физики [1 – 8] или 
иных технологических проблем [9] синтезируются модели, позволяющие с той или иной степенью точности 
численно исследовать необходимые характеристики. Применение аналитико-численных решений, таких, как 
метод сингулярных интегральных уравнений (СИУ), многократно использованный разными авторами [10 – 12], 
позволяет прогнозировать устойчивый результат. Тем не менее, решение каждой конкретной краевой задачи 
требует всестороннего численного исследования полученных характеристик и особенно – показателей самой 
модели, ее обусловленности и устойчивости [13, 14]. Могут возникать ситуации, когда получаемые системы 
СИУ не обладают приемлемыми свойствами [15]. Например, СИУ 1-го рода или даже с неопределяемым индек-
сом [12], которые изучены мало. 
 
Постановка задачи. Рассмотрим в неограниченной изотропной среде бесконечный вдоль оси OZ  непод-
вижный цилиндр [15, 16], поперечное сечение которого ограничено замкнутым контуром L  типа Ляпунова. В 
качестве внешнего воздействия на неоднородность будем рассматривать набегающую из бесконечности моно-
хроматическую волну расширения – сжатия ( P − случай): 
0 0U = ;  10 Re{ }
i y i tV e γ ωτ − −= ;  1
1c
ωγ = ;  21
2
c
λ µ
ρ
+=                                               (1) 
или волну сдвига ( SV− случай): 
2
0 Re{ }
i y i tU e γ ωτ − −= ;  0 0V = ;  2
2c
ωγ = ;  22c
µ
ρ
= .                                                  (2) 
Здесь τ  – амплитуда падающей волны, 1 2,c c  – скорости продольной и поперечной волн, ω  – частота ко-
лебаний, t  – время, λ  и µ  – постоянные Лямэ, ρ  – плотность среды, i  – мнимая единица ( 2 1i = − ). 
При взаимодействии волны с неоднородностью возникают отраженные волны двух типов (продольные и 
поперечные), причем другие типы волн не образуются. Пусть 1Re{ ( , )}
i tu e U x yωτ −=  и 1Re{ ( , )}
i tv e V x yωτ −=  – 
смещения отраженного поля. Тогда общее поле амплитуд перемещений соответствует сумме: 
0 1U U U= + ,  0 1V V V= + .                                                                     (3) 
Предполагается, что поперечное сечение отражателя описывается гладкой замкнутой кривой L , в точках 
которой удовлетворяются граничные условия. В случае неподвижного включения (отверстия с защемленным 
контуром) они имеют вид [2, 3]: 
0
L L
U V= = .                                                                              (4) 
В случае установившихся волновых колебаний изотропной среды (зависимость от времени выражается 
множителем i te ω− ) амплитудные значения отраженных волн перемещений удовлетворяют соотношениям: 
2 2 2
2
2 2
( 2 ) ( ) 0
U U V
U
x yx y
λ µ µ λ µ ρω∂ ∂ ∂+ + + + + =
∂ ∂∂ ∂
;  
2 2 2
2
2 2
( 2 ) ( ) 0
V V U
V
x yx y
µ λ µ λ µ ρω∂ ∂ ∂+ + + + + =
∂ ∂∂ ∂
.          (5) 
Амплитудные значения напряжений связаны с амплитудами перемещений U  и V  формулами: 
( ) ( )
2( )x y
U iV U iV
z z
τ τ λ µ ∂ + ∂ − + = + + ∂ ∂ 
;  
( )
2 4y x xy
U iV
i
z
τ τ τ µ ∂ −− + = −
∂
; 
( )
2 4y x xy
U iV
i
z
τ τ τ µ ∂ +− − = −
∂
.                                                        (6) 
Следуя методике решения краевых задач, впервые примененной для описанной постановки в [17], постро-
им систему СИУ 1-го рода. Пусть L  – некоторая кривая в поперечном сечении цилиндра. Обозначим через 1S  и 
2S  амплитуды тангенциальной и нормальной компонент вектора напряжений на L . Тогда в произвольной точке 
кривой 0 0 0i Lζ ξ η= + ∈  эти напряжения выражаются через компоненты тензора амплитуд напряжений сле-
дующим образом: 
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0 0
1 22 ( ) ( ) ( 2 )
i i
x y y x xyi S iS e i e
ϕ ϕτ τ τ τ τ −+ = + + − − ; 
0 0
1 22 ( ) ( ) ( 2 )
i i
x y y x xyi S iS e i e
ϕ ϕτ τ τ τ τ−− − = + + − + ,                                                  (7) 
где 0ϕ  – угол положительной касательной к L  в точке 0 Lζ ∈  с осью OX . 
На границе тела представляют интерес распределения компонент тензора амплитуд напряжений 
0
,sτ  0 ,nτ  
0 0n s
τ , которые будем находить по формулам: 
0 1 0 2 0
sin cosn S Sτ ϕ ϕ= − ;  0 0 1 0 2 0cos sinn s S Sτ ϕ ϕ= + ;  0 0( )s x y nτ τ τ τ= + − .                           (8) 
Будем строить интегральные представления амплитуд перемещений 1U  и 1V  так, чтобы они автоматически 
удовлетворяли уравнениям движения (5) и условиям излучения на бесконечности, то есть, чтобы они представ-
ляли собой расходящиеся волны. Следуя [17], представим 1U  и 1U  в виде потенциалов типа простого слоя: 
1 1 11 0 2 12 0( , ) { ( ) ( , ) ( , )}
L
U x y f s G s s f G s s ds= +∫ ;  1 1 21 0 2 22 0( , ) { ( ) ( , ) ( , )}
L
V x y f s G s s f G s s ds= +∫ ; 
z x iy= + ;  i Lζ ξ η= + ∈ .                                                              (9) 
Здесь 1( )f s  и 2( )f s  – неизвестные функции, mnG  – компоненты матрицы Грина ( m , 1, 2n = ), удовлетво-
ряющие соотношениям [17]: 
11 21 20 004
k
G iG d c
 + = Φ − Φ 
 
;   211 21 224
idG iG e α−− = Φ ; 
 
2
12 22 224
idG iG e α+ = Φ ;   12 22 20 004
k
G iG d c
 − = Φ − Φ 
 
,                                          (10) 
где 
4 (1 )
i
d
µ ν
=
−
;  3 4k ν= − ;  22
1
2
c ν γ = − 
 
;  iz reαζ− = ;   
(1) (1)
1 1 2 2
2 2
1 2
( ) ( )k kj j
kj
r rγ γ γ γ
γ γ
Η − Η
Φ =
−
, 
здесь (1) ( )j xΗ  – функция Ханкеля 1-го рода j − го порядка. 
Анализ формул (10) показывает, что функции 11 21G iG−  и 12 22G iG+  непрерывны в нуле, а функции 
11 21G iG+  и 12 22G iG−  обладают логарифмической особенностью: 
11 21 12 22
2
ln ...
4
G iG G iG r
λ µ
π
++ = − = + . 
По этой причине подстановка представлений (9) в граничные условия (4) сводит краевую задачу к системе 
двух СИУ с логарифмическими ядрами, численная реализация которых затруднительна. 
С целью получения системы СИУ с ядром типа Коши [10 – 12] представления (9) дифференцировались по 
дуговой координате 0s . Имеем 
0 0
( ) ( )
0
L L
d U iV d U iV
ds ds
+ −= = ;  0 0
00
i i
zL
dW W W
e e
ds z z
ϕ ϕ
ζ
− −
→
∂ ∂ = + ∂ ∂ 
;  z x iy= − .                (11) 
Вычисление необходимых для (11) производных дает 
( )11 21 31 11( ) 48
idG iG k c e
z
α−∂ + = − Φ − Φ
∂
;  11 21 31( ) 8
idG iG e
z
α−∂ − = Φ
∂
; 
12 22 31( ) 8
idG iG e
z
α∂ + = Φ
∂
;  ( )12 22 31 11( ) 48
idG iG k c e
z
α∂ − = − Φ − Φ
∂
.                                (12) 
Можно показать, что ядро 11Φ , определенное в (10), является непрерывным, а ядро 31Φ  – сингулярно 
( 31 31
2i
F
rπ
Φ = + , где 31F  – непрерывно). 
Подставляя (12) в граничные условия (11), приходим к системе СИУ 1-го рода [15, 17]: 
1 11 0 2 12 0 1 0( ) ( , ) ( , ) ( )
L
f s B s s f B s s ds N s+ =∫ ;  1 21 0 2 22 0 2 0( ) ( , ) ( , ) ( )
L
f s B s s f B s s ds N s+ =∫ ;                  (13) 
0
11 31 11 0
0
cos( )
cos( )
2 4
k k
B d F c
i r
ϕ α ϕ α
π
 −  = − + − Φ −  
  
; 
( )0 0 0 0
(2 )
( ) (3 )
12 31 33
0
1 1
4 8
i i
i ie eB d F e F e
i
ϕ α ϕ
ϕ α α ϕ
π ζ ζ
−
+ − −= + − −  
; 
 ISSN 2222-0631 (print) 
 Вісник Національного технічного університету «ХПІ». Серія: Математичне 
158 моделювання в техніці та технологіях, № 8 (1333) 2019. 
( )0 0 0 0
(2 )
( ) (3 )
21 31 33
0
1 1
4 8
i i
i ie eB d F e F e
i
ϕ α ϕ
ϕ α α ϕ
π ζ ζ
− − −
− + − − −= + − −  
; 
0
22 31 11 0
0
cos( )
cos( )
2 4
k k
B d F c
i r
ϕ α ϕ α
π
 −  = − + − Φ −  
  
; 
31 31
0
2i
F
rπ
Φ = + ;   33 33
0
2i
F
rπ
Φ = + ;   0
ireαζ ζ− = ;   0 0
0
i de
ds
ϕ ζ= ; 
1 0
1 0 2 0 1 0( ) ( ) sin
iN s N s e γ ηγ τ ϕ−= − = −   в  P − случае; 
2 0
1 0 2 0 2 0( ) ( ) sin
iN s N s i e γ ηγ τ ϕ−= =   в  SV− случае. 
Переменные d , k , c  и kjΦ  заданы выше. 
Необходимые дополнительные условия для разрешимости сингулярных интегральных уравнений 1-го рода 
(13) вытекают из равенства нулю смещений на L  в некоторой фиксированной точке *s  или из равенства нулю 
средних смещений на L  [10, 11]. В последнем случае имеем ( l  – длина контура L ) 
1 11 0 2 12 0 0 1
1
{ ( ) ( , ) ( , )}
L L
f s L s s f L s s dsds A
l
+ =∫ ∫ ;  1 21 0 2 22 0 0 2
1
{ ( ) ( , ) ( , )}
L L
f s L s s f L s s dsds A
l
+ =∫ ∫ ;           (14) 
11 11 21L G iG= + ;   12 12 22L G iG= + ;   21 11 21L G iG= − ;   22 12 22L G iG= − ; 
1 0
1 2 0
1 i
L
A A ie ds
l
γ ητ −= − = − ∫   в  P − случае; 
2 0
1 2 0
1 i
L
A A ie ds
l
γ ητ −= = − ∫   в  SV− случае. 
 
  
а б 
 
Рис. 1 – Сравнение результатов: а – цитата из работы [3]; б – результаты численной реализации системы СИУ-1. 
 
В работе [15] применялось дополнительное условие как в одной точке контура [10, 11], так и интегральное. 
Результаты получены стабильные, но разные. Этот факт отличается от выводов работ [10, 11]. Данный результат 
говорит не о точности вычислительной схемы, а о том, что разные типы дополнительного условия определяют 
разные математические модели, соответствующие разным задачам. 
 
Исследование достоверности модели. Для численной реализации алгоритма в настоящей работе исполь-
зован метод, теоретически обоснованный в работах [10, 11] и основанный на приближении плотностей инте-
гральных уравнений тригонометрическими многочленами и в последующем вычислении интегралов с непре-
рывными и сингулярными ядрами. 
Для исследования достоверности полученной модели рассматривалось пространство, содержащее цилинд-
рическое неподвижное включение эллиптического поперечного сечения, аналогичное описанному в работе [3]: 
cosaξ β= ;   sinbη β= ;   0 2β π≤ ≤ .                                                  (15) 
На контуре включения проводилось вычисление напряжений как в [3]: 
0
/n n Pσ τ= ;  0 0 /ns n s Pσ τ= , 
где компоненты тензора амплитуд напряжений 
0n
τ , 
0 0n s
τ  находились по формулам (8), P  – максимальное зна-
чение напряжения в падающей волне, равное 1 ( 2 )γ τ λ µ+  в случае излучения P − волны (1) и 2γ τµ  – в случае 
излучения SV− волны (2). 
ISSN 2222-0631 (print)  
Вісник Національного технічного університету «ХПІ».Серія: Математичне 
моделювання в техніці та технологіях, № 8 (1333) 2019. 159 
На рис. 1 приведены графики распределения амплитудных значений напряжения nσ  вдоль контура еди-
ничной неоднородности, находящейся под воздействием гармонической P − волны. Рис. 1, а цитирован из [3] 
вместе с подписью. А графики, приведенные на рис. 1, б получены описанной моделью с использованием систе-
мы СИУ 1-го рода. Для иллюстрации достоверности графики приведены в зеркальном виде. 
 
На рис. 2 приведены графики распределения амплитудных значений напряжения nsτ  вдоль контура неод-
нородности, находящейся под воздействием гармонической SV− волны. Рис. 2, а цитирован из [3] вместе с под-
писью. Графики, приведенные на рис. 2, б получены в работе. 
 
  
а б 
 
Рис. 2 – Сравнение результатов  
а – цитата из работы [3]; б – результаты численной реализации системы СИУ-1. 
 
На рис. 3 приведены графики распределения амплитудных значений соответствующий контурных напря-
жения nsτ  для P − волны и nσ  для SV− волны, которые получены в настоящей работе и дополняют коллек-
цию графиков работы [3]. Тут кривые 1, 2 и 3 рис. 3, а соответствуют значениям параметра 0.2; 0.3; 0.4ν =  при 
/ 2b a =  и 1 1aγ = . А кривые 1, 2, 3 и 4 рис. 3, б соответствуют значениям параметра / 5; 2;1; 0.5b a =  при 0.3ν =  
и 2 1.0aγ = . 
 
  
а б 
 
Рис. 3 – Контурные напряжения, полученные в настоящей работе: а – кривые 1, 2 и 3 соответствуют значениям 
параметра 0.2; 0.3; 0.4ν =  при / 2b a =  и 1 1aγ = ; б – кривые 1, 2, 3 и 4 соответствуют значениям параметра / 5; 2;1; 0.5b a =  
при 0.3ν =  и 2 1.0aγ = . 
 
Однако, при дальнейшем исследовании полученной модели в соответствии с вычислительной схемой, 
предложенной в [15, 16], обнаружено разрушение решения. После 9-го знака после запятой сходимость резуль-
тата отсутствует. При этом, начиная с размерности 1500N =  число обусловленности матрицы системы линей-
ных алгебраических уравнений (СЛАУ) колеблется между 8-м и 11-м порядком, что и объясняет разрушение. 
При этом, как указано выше, отсутствует критерий однозначного выбора типа дополнительного условия. Начи-
ная со второго знака после запятой и до 9-го знака решения устойчивы, но различны. 
Вычисления проводились с использованием кластера Института кибернетики НАН Украины имени акаде-
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мика В. М. Глушкова СКИТ-3 и библиотек MPI, поддерживающих работу приложения в распараллеленном ре-
жиме. При использовании 51 узла время вычислений искомых характеристик СЛАУ размерности 30000N =  со-
ставляет около 3 часов. 
 
Верификация решения. В [15] для верификации полученных результатов решение поставленной задачи 
сводилось к иному типу уравнений – к системе СИУ 2-го рода. Для получения уравнений применен метод раз-
решающих функций, описанный в [18]. 
 
  
а б 
 
Рис. 4 – Сравнение результатов: а – цитата из работы [19]; б – результаты численной реализации системы СИУ-2. 
 
В виде потенциалов типа простого слоя выберем функции, которые автоматически удовлетворяют соответ-
ствующим уравнениям Гельмгольца: 
( ) ( ) (1)1 0 ( )p
L
z P H r dsζ γΦ = ∫ ;  ( ) ( ) (1)2 0 ( )s
L
z P H r dsζ γΨ = ∫ .                                  (16) 
Тогда в соответствии с подходом [18] искомые перемещения могут быть выражены следующими формула-
ми: 
( ) ( )1 2U z z= ∂ Φ + ∂ Ψ ;  ( ) ( )2 1V z z= ∂ Φ − ∂ Ψ , 
где обозначены операторы 1 x z z
∂ ∂ ∂∂ = = +
∂ ∂ ∂
,  2 ( )iy z z
∂ ∂ ∂∂ = = −
∂ ∂ ∂
. 
Имеем итоговые дифференциальные представления в виде: 
( ) ( )( ) ( )U z i z
z z z z
∂ ∂ ∂ ∂= + Φ + − Ψ
∂ ∂ ∂ ∂
;  ( ) ( )( ) ( )V i z z
z z z z
∂ ∂ ∂ ∂= − Φ − + Ψ
∂ ∂ ∂ ∂
.                        (17) 
Тогда интегральные представления для компонент перемещений будут иметь вид: 
U iV+ = ( ) (1)02 ( )pp p
L
P H r ds
z
ζ γ∂
∂∫ ( )
(1)
02 ( )
p
s s
L
i P H r ds
z
ζ γ∂−
∂∫
; 
U iV− = ( ) (1)02 ( )pp p
L
P H r ds
z
ζ γ∂
∂∫ ( )
(1)
02 ( )
p
s s
L
i P H r ds
z
ζ γ∂+
∂∫
.                                    (18) 
Используя известные [15 – 19] формулы для производных от функций Ханкеля 
(1) (1)
0 1( ) ( )2
iH r e H rα
γγ γ
ζ
−∂ = −
∂
,  (1) (1)0 1( ) ( )2
iH r e H r
z
αγγ γ∂ = −
∂
, 
после выделения особенности (1) *11
2
( ) ( )H r H r
i r
γ γ
πγ
= +  и перехода на контур с применением формул Сохоцкого 
– Племеля [10 – 12], получаем завершающий вид системы СИУ 2-го рода. Тут 0φ  – угол положительной норма-
ли к L  в точке 0 Lζ ∈  с осью OX , 0
ireα ζ ζ= −  и i ids ie d ie dφ φζ ζ−= − = . Иные переменные аналогичны пере-
менным вышеописанной модели СИУ 1-го рода. 
( ) 012 iif e φζ− ( ) 022 if eφζ− ( ) (1)1 1 11 ( )i
L
f e H r dsαγ ζ γ− ∫ ( ) (1)2 2 21 ( )i
L
i f e H r dsαγ ζ γ+ ∫ 0 0U iV= + ; 
( ) 012 iif e φζ −− ( ) 022 if e φζ −+ ( ) (1)1 1 11 ( )i
L
f e H r dsαγ ζ γ−− ∫ ( ) (1)2 2 21 ( )i
L
i f e H r dsαγ ζ γ−− ∫ 0 0U iV= − .          (19) 
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Очевидно, что для получения решения в напряжениях искомые плотности удовлетворяли интегро-
дифференциальные представления, что существенно повысило потребность в объеме вычислительных ресурсов 
для достижения необходимой точности вычислительного эксперимента. Результат проверки достоверности этой 
модели приведен на следующих рисунках. 
На рис. 4 и 5 приведены графики распределения амплитудных значений указанных на рисунках напряже-
ний nsσ  и nσ  вдоль контура неоднородности, находящейся под воздействием гармонической P или SV-волны 
соответственно. Рис. 4, а и 5, а цитирован из [19]. Графики, приведенные на рис. 4, б и 5, б получены в работе. 
Как и в [19], на рис. 4 кривые 1, 2, 3 и 4 соответствуют значениям 1 0.4aγ = , 0.7, 1.0, 1.3, при / 2b a =  и 
0.3ν = . А на рис. 5 кривые 1, 2 и 3 соответствуют значениям параметра 0.2ν = , 0.3 и 0.4 при / 2b a =  и 2 1aγ = . 
 
  
а б 
Рис. 5 – Сравнение результатов: а – цитата из работы [19]; б – результаты численной реализации системы СИУ-2. 
 
 
Сравнение значений искомых величин (перемещений и контурных напряжений) двух приведенных моде-
лей показало совпадение значений перемещений (в области вблизи неоднородности) до 7-го знака после запя-
той, а напряжений – до 4-го знака после запятой. При этом система СИУ 1-го рода обуславливалась с использо-
ванием интегрального дополнительного условия.  
Однако повышение точности вычислений и для данной модели оказалось невозможным. Анализ получен-
ной системы СИУ 2-го рода показал, что суммы коэффициентов характеристической системы [12] равны нулю, 
что не позволяет определить ее индекс. 
Для определения индекса системы СИУ 2-го рода имеем выражение [12] 
1 1 det( )
[ln det( )] [arg ]
2 2 det( )L L
D A B
i S i A B
χ
π π
−= =
+
, 
где матрицы сумм и разностей S A B= +  и D A B= −  определяются из характеристической ситемы уравнений 
[12] ( ) ( )00 0 0
0
( )
( )
PB
K f A P d
i
ζζζ ζ ζ
π ζ ζ
= +
−∫
. 
Для любого из уравнений системы (19) имеем ( ) 00 1 iK f iP eφζ= − ( )1
0
i
L
i e d
P
i
φ ζζ
π ζ ζ
+
−∫
. Тогда очевидно, что 
0 0
1,2
i iS ie ieφ φ= − + . Таким образом, данная система не может быть отнесена к «нормальному» типу [12] – ее ин-
декс неопределим. Можно предположить, что этот факт является одной из причин того, что при дальнейшем по-
вышении точности вычислений решение также разрушается. 
Число обусловленности СЛАУ системы (19) (для плотностей в перемещениях), начиная с размерности 
1500N = , также имеет 11-й порядок. Но при этом еще и все определители СЛАУ для всех исследуемых пара-
метров близки к нулю, что дает возможность получать лишь неустойчивые решения. Для системы СИУ 1-го ро-
да это исключено наличием дополнительного условия. 
Таким образом, для высокоточной верификации модели данная система СИУ 2-го рода неприемлема. Но 
важно то, что это решение позволило однозначно выбрать тип дополнительного условия. 
 
Исследование числа обусловленности. Для проведения численного исследования числа обусловленности 
СЛАУ для модели СИУ 1-го рода (с интегральным дополнительным условием) использовалась вычислительная 
схема [15, 16]. Анализ значительного объема литературных источников позволяет заключить, что исследования 
числа обусловленности СЛАУ, получаемой в процессе численной реализации систем СИУ, практически не про-
водились. В [20] (одной из немногочисленных работ на эту тему) предложен метод прогнозирования числа обу-
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словленности систем СИУ. Однако система СИУ 1-го рода тут не рассмотрена. Экспериментальные исследова-
ния могут заполнить этот пробел.  
На рис. 6, а приведена зависимость числа обусловленности PC  матрицы СЛАУ от волнового числа 1aγ  для 
P − волны, взаимодействующей с включением эллиптической формы, где / 5 /1a b = . Видно, что на исследуе-
мом отрезке изменения 1 {0;8}aγ =  число обусловленности PC  является осциллирующей функцией, число рез-
ких изменений которой растет с ростом волнового числа. Причем, существует некоторое волновое число 
( 1 1,9699172aγ = ), при котором модель теряет обусловленность лавинообразно – вплоть до числа 
11 1210 10PC
+ += − . На графике форма пика показана отдельно. 
 
  
а б 
 
Рис. 6 – Зависимость числа обусловленности СЛАУ от волнового числа: а – зависимость PC  матрицы СЛАУ от волнового 
числа 1aγ  для P − волны, взаимодействующей с включением эллиптической формы, где / 5/1a b = ; б – зависимость PC  
матрицы СЛАУ от волнового числа 1aγ  для P − волны, взаимодействующей с круговым отверстием со свободным от сил 
контуром [16]. 
 
Для сравнения на рис. 6, б приведена зависимость числа обусловленности PC  матрицы СЛАУ от волнового 
числа 1aγ  для P − волны, взаимодействующей с круговым отверстием со свободным от сил контуром [16]. Дан-
ная зависимость совпадает с важным выводом работы [1] о хорошей вычислительной устойчивости моделей для 
значений волновых чисел, близких к нулю, и о заметном ухудшении устойчивости для волнового числа 1 2aγ > .  
Как видно из графиков, характер соответствующих зависимостей для модели о взаимодействии P − волны 
с неподвижным включением полностью противоположен зависимости для отверстия со свободным контуром. 
При этом значение числа обусловленности на исследуемом интервале 1aγ  для свободного отверстия не является 
критичным, чего нельзя сказать о модели дифракции на неподвижном включении. 
Результаты исследований соответствующих функций для SV− волн имеют схожие свойства. Поэтому тут 
не приводятся. 
 
Выводы. Известно [21], что задачи, приводящие к математическим моделям с плохой обусловленностью, 
рассматриваются как некорректно поставленные. В [22] рассмотрена ситуация потери сплошности модели. В 
исследованной задаче также обнаружены неизвестные ранее эффекты потери обусловленности при определен-
ном значении волнового числа. Возникает естественная гипотеза о потере сплошности модели для постановки 
рассмотренной тут задачи. 
Как видно, результаты исследований дифракции плоских волн на отверстии, свободном от сил, принципи-
ально отличаются от аналогичных результатов для дифракции плоских волн на отверстии, контур которого за-
щемлен (неподвижном включении). Вероятно, причина в том, что возбуждающая нагрузка, передаваемая из 
бесконечности на контур отражателя, и краевые условия, сформулированы для перемещений, что в предельном 
статическом случае лишено смысла – контур защемлен. 
Несмотря на то, что теоретически исследовать СИУ с неопределяемым индексом не представляется воз-
можным [12], численные эксперименты показали, что такие модели «могут работать» и потому имеют смысл – 
они являются приемлемым дополнением, верифицирующим иные способы решения. 
Для задачи дифракции упругих волн на гладких препятствиях кластерные (параллельные) алгоритмы по-
зволяют значительно сократить время вычислений и более детально проанализировать характеристики иссле-
дуемых полей. Это важно, так как позволяет получать величины максимумов контурных напряжений (а также 
координаты локации этих максимумов) с повышенной точностью. 
Описанная методика расширенного численного исследования краевых задач математической физики по-
зволяет проводить высокоточный аудит самих моделей. Кластерные вычисления с использованием библиотек 
безошибочной арифметики позволят исследовать вопрос о реальной поточечной сходимости применяемых ме-
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тодов. Из сравнения, например, числа обусловленности СЛАУ изложенных тут дифракционных задач следует, 
что фактическая поточечная сходимость теоретически хорошо изученных решений показывает неожиданные 
свойства. Тенденция роста числа обусловленности СЛАУ для систем СИУ 1-го рода, моделирующей дифракци-
онную задачу на отражателе с защемленным контуром, может оказаться критичной, когда на 17-м или 20-м зна-
ке после запятой баланс между машинной точностью, числом обусловленности СЛАУ и дальнейшим приростом 
точности будет исчерпан. 
В таком «расширенном» понимании даже известные и исследованные краевые задачи математической фи-
зики приобретают новую ценность – это эффективный полигон для подготовки профессионалов в области чис-
ленной обработки данных. 
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УДК 517.968 
Т. С. ПОЛЯНСКАЯ 
ДИСКРЕТНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ОДНОГО ГИПЕРСИНГУЛЯРНОГО 
ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 
На основе метода дискретных особенностей построена дискретная математическая модель гиперсингулярного интегрального уравнения на 
стандартном интервале ( 1,1)−  и на системе интервалов. Доказана однозначная разрешимость дискретной модели и дана оценка скорости 
сходимости решения дискретной задачи к точному решению гиперсингулярного интегрального уравнения при некоторых предположениях 
гладкости. 
Ключевые слова: гиперсингулярное интегральное уравнение, метод дискретных особенностей. 
Т. С. ПОЛЯНСЬКА 
ДИСКРЕТНА МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ОДНОГО ГІПЕРСИНГУЛЯРНОГО ІНТЕГРАЛЬНОГО 
РІВНЯННЯ 
На основі методу дискретних особливостей  построєна дискретна математична модель гіперсингулярного інтегрального рівняння на станда-
ртному інтервалі ( 1,1)−  і на системі інтервалів. Доведено однозначна розв’язність дискретної моделі і дана оцінка швидкості збіжності рі-
шення дискретної задачі до точного рішення гіперсингулярного інтегрального  рівняння при деяких припущеннях гладкості. 
Ключові слова: гіперсингулярне  інтегральне  рівняння , метод дискретных особливостей. 
T. S. POLYANSKAYA 
DISCRETE MATHEMATIСAL MODEL OF A HYPERSINGULAR INTEGRAL EQUATION 
A discrete mathematical model of a hypersingular integral equation on the standard interval ( 1,1)−  and on a system of intervals is constructed based 
on the method of discrete singularities. The unique solvability of the model is proved and the convergence rate of the solution of the discrete problem 
to the exact solution of the hypersingular integral equation is estimated under some smoothness assumptions. 
Key words: hypersinular integral equation, method of discrete singularities. 
Введение. На базе гиперсингулярного интегрального уравнения (ГСИУ): 
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